Recursion

https://pythonsandbox.com/code/pythonsandbox_ul09615_TMLstulfeACloYcQN32b3cZU_v0.py



Announcements



Self-Reference



Frames Objects

Returnlng a FunCthn USlng ItS Own Name Global frame func print_sums(n) [parent=Globall

print_sums func next _sum(k) [parent=fl]

func next _sum(k) [parent=f3]

def print sums(n):
print(n)
def next sum(k):
return print_sums(n+k)
return next sum

func next _sum(k) [parent=f5]

m—) print _sums (1) (3) (5)

print_sums(1)(3)(5) prints:
1

4 (1 + 3)

9 (1 + 3 + 5)

f4: next _sum [parent=f3]

-l

print_sums(3)(4)(5)(6) prints:

3 f5: print_sums [parent=Global]
) n 9

(3 + 4
12 ( 3 +4 + 5 ) next_sum
( 3 + 4 + 5 + 6 ) Return

value

http://pythontutor.com/composingprograms.html#code=def%20print_all%28k%29%3A%0A%20%20%20%20p rint%28k%29%0A%20%20%20%20return%s20print_all%0A%20%20%20%20%0Aprint_al1%281%29%283%29%285%29&cumulative=true&curInstr=0&mode=display&origin=composingprograms. js&py=3&rawInputlLstJSON=%5B%5D

http://pythontutor.com/composingprograms.html#code=def%20print_sums%28n%29%3A%0A%20%20%20%20p rint%28n%29%0A%20%20%20%20def%20next_sum%s28k%29%3A%0A%20%20%20%20%20%20%20%20return%s20print_sums%28n%2Bk%29%0A%20%20%20%20return%s20next_sum%s0As0Aprint_sums%281%29%283%29%285%29&cumulative=true&curInstr=0&mode=display&origin=composingprograms. js&py=3&rawInputLstISON=%5B%5D



Example:

What 1s the last line that will be printed out?

def add next(n):
print(n)
return lambda f: subtract next(n + f)

def subtract next(n):
print(n)

These are functions, that return
return lambda f: add next(n - f)

functions, that call each other!

- add_next(2500) (500) (1000) (24)

Answer: 2024

https://pythontutor.com/cp/composingprograms.html#code=def%20add_next%28n%29%3A%0A%20%20%20%20print%28n%29%0A%20%20%20%20return%20lambda%s20f%3A%20subtract_next%28n%20%2B%20T%29%0A%0Adef%20subtract_next%28n%29%3A%0A%20%20%20%20print%s28n%29%0A%20%20%20%20return%s20lambda%s20f%3A%20add_next%28n%20-
%20T%29%0A%0Aadd_next%282500%29%28500%29%281000%29%2824%29&cumulative=true&curInstr=0&mode=display&origin=composingprograms.js&py=3&rawInputlLstJSON=%5B%5D



Recursive Functions

(Demo)

https://pythontutor.com/cp/composingprograms.html#code=def%s20fact%28n%29%3A%0A%20%20%20%201T%20Nn%20%3D%3D%200%200r%20n%20%3D%3D%201%3A%0A%20%20%20%20%20%20%20%20return%s201%0A%20%20%20%20e 15e%3A%0A%20%20%20%20%20%20%20%20return%s20fact%s28n-1%29%20%%20n%0A%0Afact%285%29&cumulative=true&curInstr=0&mode=display&origin=composingprograms. js&py=3&rawInputlLstJSON=%5B%5D



From lteration to Recursion



Example: Boxes and Pyramids

Here’'s a simple function boxes_iter(k) that iteratively prints out k boxes 1n a line.
(a pair of square brackets, like: [1)
Can we make 1t recursive?

def boxes_iter(k): def boxes_ r(k):
""oprints out k boxes. """ prints out k boxes.
>>> boxes_iter(4) >>> boxes_r(4)

(101 [TL] (101011

---------------------------

while k > 0: if Kk == 0:'< base case

print("[]", end="") . return

T L R L L L E R il il B

k = 1 e Lse: ; :
return ; orint("[1", end=""): recursive case
' boxes_r( k=1 ) '

-----------------------------------------------------

ttps: thontutor.com/c om osi ams Cco e= e 0Xes% % rints%20out% % 0Xes%
%0A%20%20%20%20%3E%3E%3E%20box 28 /029/020/020/02362@ 20 £%2042 20b 0 020 020020020 05 5 5 %5D%5B%5D%5B%5D%0A 120/020/020/020/022122/022/00 20 20 2@ 20 h 1e%20k%20%3E%200%3A%0A%20%20%20%20%20%20%20%20p 1£%28%22%5B%5D%22 ,%20end%3D%22%22%29%0A%20%20%20%20%20%20%20%20k%20—
%3D%201%0A%20%20%20%20retur OA %0Aboxes%284%29&cu 1 rue&curI 18& ode=display&o in=composingprograms.js&py=3&rawlnputlstJSON=%5B%5D



https://pythontutor.com/cp/composingprograms.html#code=def%20boxes%28k%29%3A%0A%20%20%20%20%22%22%22prints%20out%20k%20boxes%3A%20%E2%80%9C%5B%5D%E2%80%9D.%0A%20%20%20%20%3E%3E%3E%20boxes%284%29%20%20%23%20prints%20out%204%20boxes%0A%20%20%20%20%5B%5D%5B%5D%5B%5D%5B%5D%0A%20%20%20%20%22%22%22%0A%20%20%20%20while%20k%20%3E%200%3A%0A%20%20%20%20%20%20%20%20print%28%22%5B%5D%22,%20end%3D%22%22%29%0A%20%20%20%20%20%20%20%20k%20-%3D%201%0A%20%20%20%20return%0A%0Aboxes%284%29&cumulative=true&curInstr=18&mode=display&origin=composingprograms.js&py=3&rawInputLstJSON=%5B%5D
https://pythontutor.com/cp/composingprograms.html#code=def%20boxes%28k%29%3A%0A%20%20%20%20%22%22%22prints%20out%20k%20boxes%3A%20%E2%80%9C%5B%5D%E2%80%9D.%0A%20%20%20%20%3E%3E%3E%20boxes%284%29%20%20%23%20prints%20out%204%20boxes%0A%20%20%20%20%5B%5D%5B%5D%5B%5D%5B%5D%0A%20%20%20%20%22%22%22%0A%20%20%20%20while%20k%20%3E%200%3A%0A%20%20%20%20%20%20%20%20print%28%22%5B%5D%22,%20end%3D%22%22%29%0A%20%20%20%20%20%20%20%20k%20-%3D%201%0A%20%20%20%20return%0A%0Aboxes%284%29&cumulative=true&curInstr=18&mode=display&origin=composingprograms.js&py=3&rawInputLstJSON=%5B%5D
https://pythontutor.com/cp/composingprograms.html#code=def%20boxes%28k%29%3A%0A%20%20%20%20%22%22%22prints%20out%20k%20boxes%3A%20%E2%80%9C%5B%5D%E2%80%9D.%0A%20%20%20%20%3E%3E%3E%20boxes%284%29%20%20%23%20prints%20out%204%20boxes%0A%20%20%20%20%5B%5D%5B%5D%5B%5D%5B%5D%0A%20%20%20%20%22%22%22%0A%20%20%20%20while%20k%20%3E%200%3A%0A%20%20%20%20%20%20%20%20print%28%22%5B%5D%22,%20end%3D%22%22%29%0A%20%20%20%20%20%20%20%20k%20-%3D%201%0A%20%20%20%20return%0A%0Aboxes%284%29&cumulative=true&curInstr=18&mode=display&origin=composingprograms.js&py=3&rawInputLstJSON=%5B%5D

Example: Boxes and Pyramids

Here’'s a function pyramid that prints out a pyramid of k height using one of the boxes
functions we wrote on the last slide.

def pyramid_iter(k): def pyramid(k):
""" prints out a pyramid of k height. """ prints a pyramid of k height.
>>> pyramid(4) >>> pyramid(4)

SRR SRS
SRRRSRN SRNRNEN

il 1mminni

i=1: if k== 0: # base case

while 1 <= Kk: return
print(" ") # new line else:
boxes r(i) pyramid(k-1) # print a pyramid of k-1 height
i+= 1 print("") # skip a line,

return boxes r(k) # print out k boxes.
return

How would we flip the pyramid upside-down?

https://pythontutor.com/cp/composingprograms.html#code=def%20boxes_r%28k%29%3A%0A%20%20%20%20%22%22%22%20prints%20k%20boxes%20in%20a%201ine.

%0A%20%20%20%3E%3E%3E%20b0Xxe5%284%29%20%20%0A%20%20%20%5B%5D%5B%5D%5B%5D%5B%5D%0A%20%20%20%20%22%22%2 2%0A%20%20%20%20 1 T%20k%20%3D%3D%200%3A%20%0A%20%20%20%20%20%20%20 re tu rn%s0A%s20%20%20%20e 1 se%3A%0A%20%20%20%20%20%20%20%20p r int%28%22%5B%5D%22 , %20end%3D%22%22%29%0A%20%20%20%20%20%20%20%20boxes_rs28k—1%29%0A%20%20%20%20 retu rn%20%0A%0Ade f%20py ramid_r%s28k%s29%3A%0A%20%20%20%20%22%22%22%20recursively
%20prints%s20o0ut%20a%20pyramid%s200f%20k%s20height.

%0A%20%20%20%3E%3E%3E%20py ramid%284%29%20%0A%20%20%20%20%5B%5D%0A%20%20%20%20%5B%5D%5B%5D%0A%20%20%20%20%5B%5D%5B%5D%5B%5D%0A%20%20%20%2 0%5B%5D%5B%5D%5B%5D%5B%5D%0A%20%20%20%20%22%22%2 2%0A%20%20%20%20 1 %20 k%3D%3D0%3A%0A%20%20%20%20%20%20%20%20 re turn%0A%20%20%20%20e 1se%3A%0A%20%20%20%20%20%20%20%20py ramid_r%s28k—1%29%0A%20%20%20%20%20%20%20%20p r int%28%22%22%29%0A%20%20%20%20%20%20%20%20boxes_r%2
8K%29%0A%20%20%20%20return%s0A%0Apy ramid_r%284%29&cumulative=true&curInstr=0&mode=display&origin=composingprograms. js&py=3&rawInputLstISON=%5B%5D



Upside-Down Pyramids

In the recursive example, we can just

In the iterative example, we must switch the order of these two lines.

fiddle with variables.

def pyramid_iter(k): def pyramid(k):
""Hoprints out a pyramid of k height. "o prints a pyramid of k height.
>>> pyramid(4) >>> pyramid(4)

ERERNRN ERRRRRN

[T L] [T

"TRINE imin

while k > 0: # start with k boxes if k== 0: # base case
print(" ") # new line return

boxes r(k) else:
k —= 1 # decrement k boxes r(k) # print out k boxes.

return print("") # skip a line,
pyramid(k-1) # print a pyramid of k-1 height

return

https://pythontutor.com/cp/composingprograms.html#code=def%20boxes_r%28k%29%3A%0A%20%20%20%20%22%22%22%20prints%20k%20boxes%20in%20a%201ine.
%0A%20%20%20%3E%3E%3E%20b0oxes%284%29%20%20%0A%20%20%20%5B%5D%5B%5D%5B%5D%5B%5D%0A%20%20%20%20%22%22%22%0A%20%20%20%20 1 %2 0k%20%3D%3D%200%3A%20%0A%20%20%20%20%20%20%20 re t urn%0A%20%20%20%20e 1 5e%3A%0A%20%20%20%20%20%20%20%20p r int%28%22%5B%5D%22 ,%20end%3D%22%22%29%0A%20%20%20%20%20%20%20%20boxes_r%28k—1%29%0A%20%20%20%20return%20%0A%0Ade f%20py ramid_r%28k%29%3A%0A%20%20%20%20%22%22%22%20prints%20ou
%20an%20upside%s20down%20pyramid%s200f%20k%20height.

%0A%20%20%20%3E%3E%3E%20py ramid%284%29%20%0A%20%20%20%20%5B%5D%5B%5D%5B%5D%5B%5D%0A%20%20%20%2 0%5B%5D%5B%5D%5B%5D%0A%20%20%2 0%2 0%5B%5D%5B%5D%0A%20%20%20%20%5B%5D%0A%20%20%20%20%22%22%2 2%0A%20%20%20%20 1 %20 k%3D%3D0%3A%0A%20%20%20%20%20%20%20%20 re turn%0A%20%20%20%20e 1se%3A%0A%20%20%20%20%20%20%20%20boxes_r%28k%29%0A%20%20%20%20%20%20%20%20p rint%28%22%20%22%29%20%23%20new%s20 1 ine%0A%20%20%20%20%20
%20%20%20py ramid_r%s28k—1%29%0A%20%20%20%20return%s0Apyramid_r%284%29&cumulative=true&curInstr=0&mode=display&origin=composingprograms.js&py=3&rawInputLstISON=%5B%5D



Discussion Question: Play Twenty-One

Rewrite play as a recursive function without a while statement.
e Do you need to define a new 1inner function? Why or why not? If so, what are 1its arguments?
e What 1s the base case and what 1is returned for the base case?

def play(strategy®, strategyl, goal=21): def play(strategy®, strategyl, goal=21):
"Hiplay twenty-one and return the winner. "Hiplay twenty-one and return the winner.
>>> play(two_strat, two_strat) >>> play(two_strat, two_strat)
1 1
n =0 def f(n, who):
who = @ # Player 0 goes first if n >= goal:
while n < goal: return who
1t who == 0: 1t who == 0:
n =n + strategy@(n) n =n + strategy@(n)
who = 1 who = 1
elif who == 1: elif who == 1:
n =n + strategyl(n) n =n + strategyl(n)
who = 0 who = 0
return who return f(n, who)

return (0, 0)



